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KLUCZ ODPOWIEDZI

Liczba punktow mozliwych do uzyskania: 40

Zasady ogolne:

1.

U

Jezeli uczen w zadaniach zamknietych, zaznaczyt zaréwno poprawa jak i btedna
odpowiedz (lub btedne odpowiedzi), nie przyznajemy punktu.

Za kazde poprawne rozwigzanie zadania otwartego inne niz w kluczu, przyznajemy
maksymalng liczbe punktow.

Jezeli uczen pomimo polecenia typu oblicz nie przedstawit zadnych obliczen, a napisat
poprawng odpowiedz, to nie przyznajemy punktu za rozwigzanie zadania.

Jezeli w zadaniu otwartym jest polecenie typu Zapisz obliczenia i odpowiedZ, to oznacza,
Ze uczen powinien przedstawic¢ swoje rozumowanie i sformutowaé odpowiedz lub podaé
ja w inny jednoznaczny sposob np. podkresli¢, zakresli¢ kétkiem.

Punkty przyznajemy zgodnie z kryteriami punktowania, nie wolno dzieli¢ punktdow.



Zadania zamkniete

1 2 3 4 5

F,P F,P P,P

Zadanie 1. (0-1)

Na tablicy napisanych byto siedem liczb: 4, 31, 6, 18, 24, 3, 9. Gdy do tego zestawu dopisano
6smag liczbe okazato sie, ze mediana wzrosta o 2. Jakg liczbe dopisano?

Wybierz odpowiedz sposrdd podanych.
A. 11 B. 13 C.20 D. 22

Zadanie 2. (0-1)

Dany jest trojkat rownoramienny, ktérego kazde z ramion ma dtugosé¢ 9, a podstawa ma dtugosé
12. lle jest réwna suma wysokosci tego tréjkata?

Wybierz odpowiedz sposréd podanych.
A. 8V5 B. 95 C. 105 D. 11V5

Zadanie 3. (0-2)

Stosunek pdl trzech dziatek jest réowny 9:6:5. Najwieksza dziatka ma pole o 510 m? wieksze od
Sredniej dziatki.

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub F — jesli jest

fatszywe.
Najwieksza dziatka ma pole réwne 1,53 ha. P F
Najmniejsza dziatka ma pole réwne 850 m?. P F

Zadanie 4. (0-2)

Wiadomo, ze suma 7% liczby a i 5% liczby b jest réwna 60, a suma 5% liczby a i 7% liczby b jest
rowna 72. Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe. Zaznacz P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub F
— jesli jest fatszywe.

Kazda z liczb a i b jest podzielna przez 3. P F




Suma liczb a i b jest podzielna przez 11. P F

Zadanie 5. (0-2)

Dana jest liczba k = 22918 + 32018 ' QOcen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe. Zaznacz P, jesli
zdanie jest prawdziwe, lub F — jesli jest fatszywe.

Reszta z dzielenia liczby k przez 8 jest réwna 1. P F

W rzedzie jednosci liczby k jest cyfra 3. P F




Zadanie 6. (0-4)

W réwnolegtoboku ABCD na boku AD obrano punkt
E (zob. rys.). Wiadomo, ze pole czworokata ABCE
jest rowne 82,5 cm?, a pole czworokata EBCD jest
rowne 115,5 cm’. Oblicz pole réwnolegtoboku
ABCD.

Rozwiqzanie
| sposéb

Poprowadzmy odcinek réwnolegty do boku
ktorego dtugosé bedzie réwna dtugosci boku
ktérego jednym koncem bedzie punkt E.
koniec tego odcinka, lezacy na boku BC
oznaczmy przez F, tak jak na rysunku.

Zauwazmy, ze

Ppape = Ppprr 0raz Pagcp = Pagrc

Oznaczmy
Prape = Papre = X

Prpcp = Pagrc =y

Wtedy:
{ 2x+y =825
x + 2y =115,5

{x =16,5
y =49,5

PABCD = 16,5 + 115,5 = 132 (sz)
lub Pagcp = 49,5 + 82,5 = 132 (cm?)
lub Pagcp = 2+ (16,5 + 49,5) = 132 (cm?)




Il sposéb

Zauwazamy, ze Pupcp + Prpep = PapcptPasce

oraz Pygcp = 2Papck

Zatem Pyupcp + Pgpep = 3Papce

Stad

3Pypcp = 82,5 + 115,5
3Py pcp = 198

Pppcg = 66

Pppcp = 132 (cm?)

[l sposdb

x - pole tréjkata ABE
y - pole tréjkata ECD

{2x+y=82,5

x + 2y =115,5

3(x+y) =198
x+y=606

Pagcp = 2(x +y) = 132 (cm?)

IV sposdb
PEBCD_PABCE = 115,5 - 82,5 = 33
x - pole tréjkata ABE

Prgcp = 33 + x (bo tréjkat EBC jest czescig wspdlng obu czworokatow)
PABCE = 33 + 3X

82,5 =33+ 3x
3x = 49,5
x = 16,5

Pagcp = 115,5 + 16,5 = 132 (cm?)



Klucz punktowania:
| sposdb

e 1 punkt - uczen prowadzi odcinek réwnolegty do boku AB, ktérego dtugosé bedzie réwna
dtugosci boku AB i ktérego jednym koricem bedzie punkt E.

e 1 punkt - uczen poprawnie oznacza niewiadome i uktada odpowiedni uktad rownan.

e 1 punkt - uczen stosuje poprawng metode rozwigzania uktadu réwnan.

e 1 punkt - uczen poprawnie oblicza pole rownolegtoboku ABCD.

Il sposéb

e 1 punkt - uczen zauwaza, ze Pygcr + Prgcp = PapeptPapce 0raz Pygep = 2PpgcE-
e 1 punkt - uczen zauwaza, ze Pygcg + Pgpcp = 3PagcE

e 1 punkt - uczen poprawnie oblicza pole tréjkata BCE.

e 1 punkt - uczen poprawnie oblicza pole rownolegtoboku ABCD.

Il sposdb

e 1 punkt - uczen poprawnie oznacza niewiadome i uktada odpowiedni uktad rownan.

e 1 punkt-uczen oblicza, ze suma pdl tréjkatéw ABE i ECD jest réwna 66 cm?.

e 1 punkt - uczen zauwaza, ze pole réwnolegtoboku ABCD jest réwne podwojonej sumie
pol tréjkatdéw ABE i ECD.

e 1 punkt - uczen poprawnie oblicza pole rownolegtoboku ABCD.

IV sposdb

e 1 punkt - uczen oblicza, ze réznica pél czworokatéw EBCD i ABCE jest rowna 33 cm?.

e 1 punkt - uczen zauwaza, ze pole tréjkagta ECD jest rowne polu trdojkata ABE
powiekszonemu o 33 cm?.

e 1 punkt-uczenh oblicza pole tréjkata ABE (16,5 cm?).

e 1 punkt - uczen poprawnie oblicza pole rownolegtoboku ABCD.



Zadanie 7. (0-7)

Wierzchotki trzydziestokata foremnego oznaczono kolejno Ay, A,,..., Aso.

a) Jaka jest miara kata rozwartego, jaki tworzg przekatne czworokgta A,AgA17A,3?
b) Jaka jest miara kata A,7AA;?
c) Jaka jest miara kata A14A7Ag?

Rozwiqzanie
a)
360°:30 = 12°
9-12°=108°
b)
| sposéb

E17 A16

Zauwazmy, ze wierzchotki A,7A,A; mogg byc trzema
wierzchotkami szesciokgta foremnego A;A7A1,A17A25A7.
Zatem ten kat ma miare (6 - 180° — 360°): 6 = 120°.

wielokat2



Il sposéb

W trzydziestokgcie miara kata wewnetrznego jest rowna
(30-180° — 360°):30 = 168°

Wierzchotki AAsA;AsAsA;tworzg szesciokat, w ktérym miara kazdego z czterech katéw
rozwartych jest réwna 168°, a dwa pozostate majg taka samg miare.

Suma miar katow wewnetrznych szesciokata jest rowna 6 - 180° — 360° = 720°.
(720° — 4-168°):2 = 24°
168° — 2+ 24° = 120°.

Il sposdb

Uczen zauwaza, ze kat A,;0A,, gdzie punkt O jest
srodkiem okregu opisanego na trzydziestokgcie, ma
miare 240° i korzystajgc z twierdzenia o katach
wpisanym i Srodkowym opartych na tym samym tuku
stwierdza, ze kat A,7A,A; ma miare 120°.

c) W trzydziestokacie miara kata wewnetrznego jest rowna
(30-180° — 360°):30 = 168°

Wierzchotki A7A8A9A10A11A12A13 A14 tworza oémiokqt, W

A17 A16

A15

ktédrym miara kazdego z szesciu katéw rozwartych jest L
rowna 168°, a dwa pozostate katy ostre majg takg samg
miare.

Suma miar katow wewnetrznych o$miokata jest réwna
8-180° — 360° = 1080°.

(1080° — 6-168°):2 = 36°



Klucz punktowania:

a)

b)

c)

1 punkt — uczen wyznacza miare kata srodkowego A0 A; (12°)

1 punkt — uczen oblicza miare kata rozwartego, jaki tworzg przekatne czworokata
A;AgA17A,3 (108°)

1 punkt - uczen zauwaza, ze wierzchotki A,;A,A; mogg by¢ trzema wierzchotkami
szeSciokata foremnego A,A;A1,A17A2,A,7 lub oblicza miare kata A,;A,A; (analogicznie
jak w p. ¢)) lub zauwaza, ze kat A,;0A,, gdzie punkt O jest Srodkiem okregu opisanego na
trzydziestokgcie ma miare 240°.

1 punkt — uczen oblicza miare kata A,7A,A7 (120°)

1 punkt — uczen oblicza miare kata wewnetrznego trzydziestokatna foremnego.

1 punkt — uczen oblicza sume miar katéw wewnetrznych o$miokata.

1 punkt - uczen oblicza miare kata A14A7Ag(36°)



Zadanie 8. (0-8)

Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego szeiciokatnego ma dtugoéé 6vV2 i tworzy
z pfaszczyzng podstawy kat o mierze 60°. Z tego ostrostupa wycieto stozek o najwiekszej
objetosci. Oblicz réznice objetosci ostrostupa i stozka.

Rozwiqzanie

Zauwazmy, ze stozek bedzie miat najwiekszg objetosé, jesli jego podstawa bedzie kotem
wpisanym w szesciokat foremny.

a - dtugosc¢ boku szesciokgta foremnego
c - krawedz boczna ostrostupa
r - promien okregu wpisanego w szesciokat

h — wysokos¢ ostrostupa (stozka)

Wyznaczmy dtugosc boku szesciokgta foremnego.

Wyznaczmy dtugos¢ promienia okregu wpisanego w szesciokat.




Obliczmy pole szesciokgta foremnego

1 3v6
P1=6-§-3\/§-T=27\/§

Obliczmy objetos¢ ostrostupa

1
V1=§-27\/§-3\/€=81x/§

Obliczmy pole kota

p 27
2= n
Obliczmy objetos¢ stozka
1 27 276
V2—§'7'TE 3\/8— > T
Obliczamy réznice objetosci: 812 — %g =272 (3— g “ )

Klucz punktowania:

e 1 punkt — uczen zauwaza, ze stozek bedzie miat najwiekszg objetos¢, jesli jego podstawa bedzie
kotem wpisanym w szesciokat foremny.

e 1 punkt — uczen oblicza dtugo$¢ boku sze$ciokgta foremnego (3\/5).

e 1 punkt — uczen oblicza wysoko$¢ ostrostupa (stozka) (3v/6).
e 1 punkt — uczen oblicza dtugos¢ promienia okregu wpisanego w szesciokat (%g).

e 1 punkt—uczen oblicza pole podstawy ostrostupa (27\/§).

e 1 punkt — uczen oblicza objetos¢ ostrostupa (81\/5).

e 1 punkt — uczen oblicza objetos¢ stozka (277\/6 *1T).

e 1 punkt — uczer oblicza réznice objetosci ostrostupa i stozka (27v2(3 — ‘/2—5 “ ).



Zadanie 9. (0-7)

Suma dtugosci wszystkich krawedzi pewnego prostopadtoscianu jest rédwna 72 cm.
Suma dfugosci pewnych jedenastu z nich jest réwna 62,5 cm, a pewnych dziesieciu — 60 cm.
Oblicz objetos¢ tego prostopadtoscianu.

Rozwiqzanie

x,y, z — dtugosci krawedzi.

4x +4y+4z =72

3x +4y + 4z = 62,5

x=95.

Zauwazmy dalej, ze 38 +4y +4z=72,czyliy+z=38,5.

Suma dfugosci dwdch nieuwzglednionych w trzeciej sumie krawedzi jest réwna:
72 — 60 = 12.

Rozpatrzmy przypadki:

1) Pominieto dwie krawedzie x. Poniewaz x = 9,5, wiec 2x = 19 # 12. Sprzecznosc.
2) Pominieto dwie krawedzie y. Wtedy y = 6 . Poniewazy + z = 8,5 wiec z =2,5
3) Pominieto dwie krawedzie z. Wtedy z = 6 . Poniewazy + z = 8,5 wiec y =2,5
4) Pominieto jedna krawedZz x i jedng krawedZ? y. Wtedy y=12-9,5=2,5
iz=85—-2,5=6.
5) Pominieto jedng krawedZz x i jedng krawedz z. Wtedy z=12-9,5=2,5
iy=8>5—-2,5=6.
6) Pominieto jedng krawedz y i jedng krawedz z. Wtedy:
4x + 3y + 3z =60
38+ 3y +3z=60
3y +3z =22
22

tz=—
ytz=-

Sprzecznos¢ z warunkiemy + z = 8, 5.

Zatem dtugosci krawedzi naszego prostopadtoscianu to 9,5 cm, 6 cm, 2,5 cm.

V=95-6-25=142,5 (cm).



Klucz punktowania:

1 punkt — uczen oblicza dtugos¢ jednej krawedzi (9,5 cm).

1 punkt — uczen zauwaza, ze suma dfugosci dwdch pozostatych krawedzi
prostopadtoscianu jest réwna 8,5 cm.

1 punkt — uczen zauwaza, ze suma dtugosci dwéch krawedzi, ktdére nie zostaty
uwzglednione jest réwna 12 cm.

2 punkty —uczen rozwaza przypadki, ktére krawedzie nie zostaty uwzglednione

(2 punkty jesli rozwazy wszystkie przypadki, 1 punkt jesli rozwazy 3-5 przypadkow).
1 punkt — uczen stwierdza, ze dtugosci krawedzi prostopadtoscianu to

9,5cm, 6 cm, 2,5 cm.

1 punkt — uczen oblicza objetos¢ prostopadtoscianu (142,5 cm?).



Zadanie 10. (0-6)

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej n sume jej cyfr.

Rozwiaz réwnanie:n + f(n) + f(f(n)) + f(f(f(n))) =2018.

Rozwiqzanie

| sposéb

Wykorzystamy twierdzenie, méwigce o tym, ze liczba n jak i suma jej cyfr przy dzieleniu przez 9
maja takie same reszty. Zatem liczby: n, f(n), f(f(n)), f (f(f(n))) przy dzieleniu przez 9 daja

takie same reszty.

Zauwazmy, ze reszty z dzielenia liczb: n + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) i 2018 przez 9 muszg

byc takie same. Poniewaz 2018 = 224 - 9 + 2, wiec reszta z dzielenia liczby
n +f(n)+ f(f(n)) + f(f(f(n))) przez 9 musi byé réwna 2.

Liczba n nie moze by¢ podzielna przez 9 bo wtedy liczba

n +f(n)+ f(f(n)) +f (f(f(n))) tez bytaby podzielna przez 9; reszta bytaby réwna 0.
Jedli reszta z dzielenia liczby n przez 9 bytaby réwna 1, to wtedy mamy 4 - 1 = 4 i reszta
z dzielenia liczbyn + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) przez 9 bytaby réwna 4.
Jesli reszta z dzielenia liczby n przez 9 bytaby réwna 2, to wtedy mamy 4 - 2 = 8 i reszta
z dzielenia liczbyn + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) przez 9 bytaby réwna 8.
Jesli reszta z dzielenia liczby n przez 9 bytaby réwna 3, to wtedy mamy 4 -3 = 12 i reszta
z dzielenia liczbyn + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) przez 9 bytaby réwna 3.
Jesli reszta z dzielenia liczby n przez 9 bytaby réwna 4, to wtedy mamy 4 - 4 = 16 i reszta
z dzielenia liczbyn + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) przez 9 bytaby réwna 7.
Jesli reszta z dzielenia liczby n przez 9 bytaby réwna 5, to wtedy mamy 4 - 5 = 20 i reszta
z dzielenia liczbyn + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) przez 9 bytaby réwna 2.
Jesli reszta z dzielenia liczby n przez 9 bytaby réwna 6, to wtedy mamy 4 - 6 = 24 i reszta
z dzielenia liczbyn + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) przez 9 bytaby réwna 6.

Jesli reszta z dzielenia liczby n przez 9 bytaby réwna 7, to wtedy mamy 4 - 7 = 28 i reszta
z dzielenia liczbyn + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) przez 9 bytaby réwna 1.



Jesli reszta z dzielenia liczby n przez 9 bytaby réwna 8, to wtedy mamy 4 - 8 = 32 i reszta
z dzielenia liczby n + f(n) + f(f(n)) + f (f(f(n))) przez 9 bytaby réwna 5.

Zatem liczba n musi by¢ postacin = 9k + 5.

Poniewaz suman + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) ma by¢ liczbg czterocyfrowg, rowng 2018,
wiec warto rozpatrywac tylko liczby n wieksze od 1971,

bof(n) <28, f(f(n))<1o0, f(f(f(n))) < 9 (zauwazmy, ze najwieksza suma cyfr
liczby czterocyfrowej, mniejszej lub rownej 2018 to 28 dlan = 1999 i wtedy

F(fm) = 10oraz f (f(f(n))) = 1).

2018 — 28 -10—-9 = 1971.

Ponadto zauwazmy, ze

2010 + £(2010) + £(£(2010)) + f(f(f(2010))) = 2010 +3 +3+3 = 2019

i dla liczb wiekszych od 2010 i mniejszych od 2018 te sumy sg coraz wieksze, wiec n musi by¢
mniejsze od 2010.

Liczby naturalne wieksze od 1971 i mniejsze od 2010, postacin = 9k + 5 to: 1976, 1985, 1994,
2003.

1976 + £(1976) + f(f(1976)) + f (f(f(1976))) = 1976 + 23 + 5 + 5 = 2009
1985 + £(1985) + f(£(1985)) + f(f(f(1985))) =1985+23+5+5=2018
1994 + £(1994) + £(£(1994)) + f (F(F(1994))) = 1994 + 23 + 5 + 5 = 2027

2003 + £(2003) + f(£(2003)) + £ (£(f(2003))) = 2003 + 5+ 5+ 5 = 2018

Zatem dwie liczby: 1985 oraz 2003 s3 rozwigzaniem réwnania.

Il sposdb
Uczen stosuje metode préb i bteddw.

Poniewaz suman + f(n) + f(f(n)) +f (f(f(n))) ma by¢ liczbg czterocyfrowg, wiec n musi

by¢ liczbg czterocyfrows.



Poniewaz suman + f(n) + f(f(n)) + f (f(f(n))) = 2018, wiec n musi byc¢ liczbg wieksza

od 1971, bo f(n) < 28, f(f(n)) < 10, f(f(f(n))) < 9 (najwieksza suma cyfr liczby
czterocyfrowej, mniejszej lub réwnej 2018 to 28 dlan = 1999) i mniejsza od 2010.

Dalej uczen sprawdza, czy spetniony jest warunek, dla kolejnych liczb, dostrzegajgc pewne

zaleznosci, postepujgc metodycznie i pomijajgc w zwigzku z tym niektére liczby.

Ostatecznie stwierdza, ze dwie liczby: 1985 oraz 2003 sg rozwigzaniem réwnania

Klucz punktowania:

| sposéb

1 punkt — uczen zauwaza, ze mozna skorzystaé z twierdzenia, méwigcego o tym, ze liczby

n, f(n),f(f(n)),f (f(f(n))) przy dzieleniu przez 9 dajg takie same reszty.

1 punkt — uczen zauwaza, ze liczby n + f(n) +f(f(n)) +f(f(f(n)))i 2018 przy
dzieleniu przez 9 dajg takie same reszty i poniewaz 2018 = 224 -9 + 2, to, ze reszta

z dzielenia liczby n + f(n) + f(f(n)) + f(f(f(n))) przez 9 musi by¢ réwna 2.

1 punkt — uczen zauwaza, ze liczba n musi by¢ postacin = 9k + 5.

1 punkt — uczen zaweza obszar poszukiwan i zauwaza, ze liczba n musi by¢ wieksza od
liczby 1971 i mniejsza od 2010 (uczen moze ograniczy¢ ten zakres do innego przedziatu
zawierajgcego wskazany, np. napisac, ze liczba musi by¢ wieksza od 1964 i mniejsza od
2018, wyjasniajgc dlaczego; jesli uczen napisze inny przedziat musi dalej postepowad
konsekwentnie, badajac, ktére liczby ze wskazanego przedziatu spetniajg warunki
zadania).

1 punkt — uczen stwierdza, ze liczba 1985 jest rozwigzaniem réwnania.

1 punkt — uczen stwierdza, ze liczba 2003 jest rozwigzaniem réwnania.

Il sposob

1 punkt — uczen zauwaza, ze liczba n musi by¢ czterocyfrowa.

1 punkt — uczen zaweza obszar poszukiwan i zauwaza, ze liczba n musi byé wieksza od
liczby 1971 i mniejsza od 2010 (uczen moze ograniczy¢ ten zakres do innego przedziatu
zawierajgcego wskazany, np. napisaé, ze liczba musi by¢ wieksza od 1964 i mniejsza od
2018, wyjasniajgc dlaczego; jesli uczen napisze inny przedziat musi dalej postepowad
konsekwentnie, badajac, ktére liczby ze wskazanego przedziatu spetniajg warunki
zadania).

2 punkty — uczen sprawdza kolejne liczby wieksze od 1971 i mniejsze od 2010 (moze tez
pomijac¢ sprawdzanie niektorych, wyjasniajac dlaczego one nie moga byé rozwigzaniem
réwnania).



e 1 punkt —uczen stwierdza, ze liczba 1985 jest rozwigzaniem réwnania.
e 1 punkt —uczen stwierdza, ze liczba 2003 jest rozwigzaniem réwnania.
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