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Liczba punktow mozliwych do uzyskania: 40

Zasady ogodlne:

1. Zakazde poprawne rozwigzanie zadania inne niz w kluczu, przyznajemy maksymalna
liczbe punktéw.

2. Jezeli uczen pomimo polecenia typu oblicz nie przedstawit zadnych obliczen, a napisat
poprawng odpowiedz, to nie przyznajemy punktu za rozwigzanie zadania.

3. Jezeli w zadaniu jest polecenie typu Zapisz obliczenia i odpowiedz, to oznacza, ze
uczen powinien przedstawi¢ swoje rozumowanie i sformutowaé odpowiedz lub podac
j3 w inny jednoznaczny sposéb np. podkresli¢, zakresli¢ kotkiem.

4. Punkty przyznajemy zgodnie z kryteriami punktowania, nie wolno dzieli¢ punktéw.
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Zadanie 1. (0-7)

Z graniastostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi podstawy 12 cm i krawedzi
bocznej 15 cm wycieto ostrostup prawidtowy czworokatny, ktérego wysokos¢ jest rowna 8
cm i ktérego podstawa jest jednoczesnie podstawg graniastostupa. Oblicz pole powierzchni
i faczng dtugos¢ wszystkich krawedzi otrzymanej w ten sposdéb bryty.

Przyktadowe rozwigzanie:

Pole powierzchni powstatej bryty jest rowne sumie pdl: pola powierzchni podstawy
graniastostupa, czterech $cian bocznych tego graniastostupa i czterech $cian bocznych
ostrostupa.

P, = 12?2 = 144 (cm?)
4P, =4-12-15 = 720 (cm?)
Obliczamy wysokos¢ sciany bocznej ostrostupa, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.
h =+/36 + 64 = 10 (cm)
4Py = 4-=-12-10 = 240 (cm’)
P = 1104 (cm®).
Obliczamy dtugos¢ krawedzi bocznej ostrostupa, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.
b =+/36 + 100 = 2v/34 (cm)
Zatem suma dtugosci wszystkich krawedzi jest réwna:
L=2-48+ 60 + 8V34 (cm)
L =156 + 8V34 (cm)
L = 4(39 + 2V/34) (cm)

Klucz punktowania:

1 punkt — uczehd poprawnie oblicza pole podstawy (144 cm?) i pole $ciany bocznej
graniastostupa (180 c¢cm?) lub pole podstawy (144 c¢cm?) i sume pdl czterech $cian bocznych
graniastostupa (720 cm?).

1 punkt — uczen stosuje poprawng metode wyznaczenia wysokosci $ciany bocznej
ostrostupa.

1 punkt — uczen poprawnie oblicza wysokos¢ $ciany bocznej ostrostupa (10 cm).

1 punkt — uczen poprawnie oblicza pole sciany bocznej ostrostupa (80 cm?) lub sume pol

czterech $cian bocznych ostrostupa (240 cm?).

1 punkt — uczen poprawnie oblicza pole powierzchni bryty (1104 cm?).

1 punkt — uczen poprawnie oblicza dtugo$¢ krawedzi bocznej ostrostupa (2v/34 cm).

1 punkt — uczeri poprawnie oblicza sume dtugosci wszystkich krawedzi bryty (4(39 + 2v/34)

cm).
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Zadanie 2. (0-9)

Brytly obrotowe F;, i F, powstaty przez obrét tréjkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna ma dtugoé¢ 4v/3 i jeden z katéw ma miare 60°, odpowiednio wokét
krotszej i dtuzszej przyprostokatne;.

a) Ktodra z powstatych bryt obrotowych ma wiekszg objetosc¢ i oile?

b) Ktdra z powstatych bryt obrotowych ma wieksze pole powierzchniioile?

Zapisz obliczenia.

Przyktadowe rozwigzanie:

F; — bryta obrotowa powstata przez obrét tego tréjkata wokot krétszej przyprostokatnej.

F, — bryta obrotowa powstata przez obrot tego tréjkata wokét dtuzszej przyprostokatne;.

Z zaleznosci w tréjkacie prostokatnym, ktérego katy ostre majg miary 60° i 30° mamy, ze
dtugosci przyprostokatnych to: 2+/3 oraz 6.
Objetos¢ i pole powierzchni bryty obrotowej powstatej przez obrét tego tréjkata wokot
krétszej przyprostokatnej to:

Vi =3 2V3-36m = 24V3m (j°)

P, = 6m(6 + 4V3) = 121(3 + 2V3) (j?)

Objetosé i pole powierzchni bryty obrotowej powstatej przez obrét tego tréjkata wokét
dtuzszej przyprostokatnej to:
Vy =35+ 6-12m = 24 (j*)
P, = 2v/3n(4V3 + 2v/3) = 367 (j?)
a)
Vi =V, = 24n(v3 - 1) (%)
Wiekszg objetos¢ ma bryta obrotowa F;, powstata przez obrét tego trojkata wokot krotszej
przyprostokatnej o 24m(v/3 — 1) j3.
b)
P, — P, = 24V3m (j?)
Wieksze pole powierzchni ma bryta obrotowa F;, powstata przez obrét tego tréjkata wokot
krétszej przyprostokatnej o 24\/§7Tj2.

Klucz punktowania:

1 punkt — uczen poprawnie wyznacza dtugosci przyprostokatnych, korzystajgc z zaleznosci

w tréjkacie prostokatnym, ktérego katy ostre majg miary 60° i 30°.
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1 punkt — uczen stosuje poprawng metode obliczenia objetosci stozka.

1 punkt — uczen poprawnie oblicza objeto$¢ stozka otrzymanego z obrotu tréjkata wokét
krétszej przyprostokatnej (24+/3).

1 punkt — uczen poprawnie oblicza objeto$é stozka otrzymanego z obrotu tréjkata wokot
dituzszej przyprostokatnej (24m).

1 punkt — uczen stosuje poprawng metode obliczenia pola powierzchni stozka.

1 punkt — uczen poprawnie oblicza pole powierzchni stozka otrzymanego z obrotu tréjkata
wokot krétszej przyprostokatnej (12m(3 + 2+/3)).

1 punkt — uczen poprawnie oblicza pole powierzchni stozka otrzymanego z obrotu trdéjkata
wokot dtuzszej przyprostokatnej (36).

1 punkt — uczen stwierdza, ze wiekszg objetos¢ ma bryta obrotowa F;, powstata przez obrét
tego trojkata wokot krétszej przyprostokatnej o 247t(\/§ - 1) 3.

1 punkt — uczen stwierdza, ze wieksze pole powierzchni ma bryta obrotowa F;, powstata

przez obrét tego tréjkata wokot krotszej przyprostokatnej o 24\/§an.
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Zadanie 3. (0-9)

Obwodd trapezu réwnoramiennego jest rowny 240 cm. Stosunek dtugosci podstaw tego
trapezu jest réowny 11 : 16, a stosunek wysokosci tego trapezu do dtugosci ramienia jest

rowny 12 : 13. Oblicz pole tego trapezu. Zapisz obliczenia.

Przyktadowe rozwigzanie:

| sposéb

a,b — podstawy trapezu, ¢ — ramie trapezu, h — wysokos¢ trapezu, a > 0,b > 0,c > 0,h >
0.

Poniewaza: b = 11:16, wieca = i—zb,

Poniewaz h:c = 12:13, wiech = %c.
Obwdd trapezu jest rowny: %b + b+ 2-c = 240, czyli %b + 2 ¢ = 240.
Poniewaz trapez jest rownoramienny, wiec z twierdzenia Pitagorasa mamy:
2 2
CONCORE
13 32
144 5 25 25

25 . 1024 32
Stad —c? + —b? = c?, czyli—b? = —c?, b? = —c%, b ==c
169 1024 1024 169 169 13

Czyli:

27 v 2. =240
16 €=

, 32
~13¢
80 =240
13 °°7
|32

~13¢
{c=39
b =96

Stad a = 66 cm,h = 36 cm.
Pole trapezu jest réwne: P = (66 + 96) -32—6 = 2916 (cm?).

Il sposdb

a, b — podstawy trapezu, ¢ — ramie trapezu, h — wysokosc¢ trapezu
a>0b>0,c>0h>0

Poniewaza:b = 11:16, wieca = 11x, b = 16x, x > 0.

Poniewaz h:c = 12:13, wiech =12y, ¢ =13y, y > 0.

Obwdd trapezu jest rowny: 11x + 16x + 2 - 13y = 240, czyli 27x + 26y = 240.
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Poniewaz trapez jest rownoramienny, wiec: b = 2,5x + 11x + 2,5x.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy (12y)? + (2,5 x)? = (13y)?
Stad 25y2 = 6,25x2, czyli x? = 4y?, x = 2y.

{27x + 26y = 240

x =2y
{54y+26y=240
x =2y
025
x=6

Zatema = 66 cm,b =96 cm,h = 36 cm.

Pole trapezu jest réwne: P = (66 + 96) -32—6 = 2916 (cm?).

Klucz punktowania:

4 punkty — uczen uktada odpowiedni uktad dwodch réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi (po 1 punkcie za poprawng metode utozenia kazdego z réwnan, po 1 punkcie
za poprawne utozenie kazdego z rownan).

1 punkt — uczen stosuje poprawng metode rozwigzywania utozonego uktadu réwnan.

1 punkt — uczen poprawnie rozwigzuje utozony uktad rownan.

2 punkty — uczen poprawnie wyznacza dfugosci podstaw trapezu i jego wysokos¢, korzystajac
z podanych zaleznosci (1 punkt jesli uczen popetni jeden btad rachunkowy).

1 punkty — uczen poprawnie wyznacza pole trapezu.
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Zadanie 4. (0-10)

Funkcja f posiada nastepujgce wlasnosci:

a)

b)

dziedzing funkcji f jest zbidr liczb spetniajgcych warunek —2 < x < 5,

zbiorem wartosci funkcji f jest zbidr liczb spetniajgcych warunek —4 < y < 4,
dla kazdego argumentu, ktéry jest liczbg catkowitg, wartosé funkcji jest liczbg
catkowita,

x = 4 nie jest miejscem zerowym funkgji f,

2:-f(-1)+025-f(3) =5,

3-f(=2)-f (D) =f(4),

fED+ Q@) =),

f2)-f @) —-f(0)=-5.

Wyznacz wartosci funkcji f dla wszystkich argumentéw, bedacych liczbami
catkowitymi.

W uktadzie wspotrzednych narysuj wykres takiej funkcji, ktéra posiada wszystkie
podane wtasnosci.

Przyktadowe rozwigzanie:

a)

Wiadomo, ze:
1) dziedzing funkcji f jest zbidr liczb spetniajacych warunek —2 < x < 5,
2) zbiorem wartosci funkcji f jest zbior liczb spetniajgcych warunek —4 <y < 4,
3) dla kazdego argumentu, ktory jest liczbg catkowity, wartos¢ funkcji jest liczba
catkowita,
4) x = 4 nie jest miejscem zerowym funkgji f,
5 2f (1) +0,25f (3) =5,
6) 3f(=2)-f (D) =f(4),
7) fED)+ =2,
8) f(=2)—-f (@) —f(0)=-5.
Z warunkow 5), 2) i 3) otrzymujemy, ze f (3) musi by¢ liczbg catkowita podzielng
przez 4, wiekszg od —4 i nie wieksza niz 4, czyli f (3) =4 lub f (3) = 0.
Jeslif (3) =0,to f (—1) = 2,5, co jest niezgodne z warunkiem 3).
Zatem f (3) =4 orazf (—1) = 2.
Z warunkow 6), 2) i 3) otrzymujemy, ze f (4) musi by¢ liczba catkowita podzielng
przez 3, wiekszg od —4 i nie wiekszg niz 4, czyli f (4) = 01lub f (4) = 3 lub
f4) =-3.
Jednak z warunku 4) wiadomo, ze f (4) # 0, wiec f (4) =3 lub f (4) = 3.
Jeslif(4)=3,to f(-2)-f(1D)=1,czylif(-2)=1if (1) =1lub f(-2)=—-1i
f@=-1.
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Jedli f(=2)=1if (1) =1, tozwarunku 8) mamy1—1— f (0) = =5, czyli

f (0) =5, co jest sprzeczne z warunkiem 2).

Jedli f(—=2) =—1if (1) = —1, tozwarunku 8) mamy —1 — (—=1) — f (0) = =5,
czyli f (0) =5, co jest sprzeczne z warunkiem 2).

Zatem f (4) # 3.

Jedli f (4) = =3,t0 f(=2)-f (1) =—1, cayli f(=2) = =1if (1) =1lub
f(=2)=1if (1) =-1.

Jedli f(=2) =—1if (1) =1, tozwarunku 8 mamy —1 — 1 — f (0) = =5, czyli
f(0)=3.

Jedli f(=2) =1if (1) = —1, tozwarunku 8) mamy 1 — (—1) — f (0) = =5, czyli
f (0) = 7, co jest sprzeczne z warunkiem 2).
Zatemf(4)=-3,f(-2)=-1,f(1) =1,f(0) =3.

Poniewaz f (—2) + f (1) = =1+ 1 = 0, wiec z warunku 7) mamy f(2) = 0.

b)

Przyktad wykresu funkcji posiadajgcej wskazane wtasnosci.

Klucz punktowania:

e 1 punkt—uczen podaje, ze f(—2) = —1.
e 1 punkt—uczen podaje, ze f (—1) = 2.
e 1 punkt—uczen podaje, ze f (0) = 3.

e 1 punkt—uczen podaje, ze f (1) = 1.

e 1 punkt—uczen podaje, ze f(2) = 0.

e 1 punkt—uczen podaje, ze f (3) = 4.

e 1 punkt—uczen podaje, ze f (4) = —3.
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e 3 punkty — uczen rysuje wykres funkcji, ktéra posiada wszystkie podane wtasnosci (2
punkty — uczen rysuje wykres funkcji, ktéra posiada siedem podanych wtasnosci i nie
posiada jednej lub uczen rysuje wykres funkcji, ktéra posiada szes¢ podanych
wiasnosci i nie posiada dwdch, 1 punkt — uczen rysuje wykres funkcji, ktéra posiada
pie¢ podanych wtasnosci i nie posiada trzech lub uczen rysuje wykres funkcji, ktéra

posiada cztery podane witasnosci i nie posiada pozostatych czterech).
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Zadanie 5. (0-5)

Uzasadnij, ze liczba ﬁ (10**** — 1) nie jest podzielna przez 9.

Przyktadowe rozwigzanie:

Liczba jest podzielna przez 9 jesli suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

Liczbe 10**** mozna zapisa¢ w postaci jedynki i 4444 zer.

Zatem liczba 10**** — 1 to najwieksza liczba 4444-cyfrowa zapisana za pomoca 4444
dziewiatek.

Liczbe 10**** — 1 mozna zapisa¢ w postaci sumy:

10*+4* — 1 = 99990000 ... 0000 + -+ + 999900000000 + 99990000 + 9999

(w pierwszym sktadniku sq cztery dziewigtki i 4440 zer)

1
ﬁ(m“‘” —1) = 30000 ...0000 + --- + 300000000 + 30000 + 3

(w pierwszym sktadniku jest trojka i 4440 zer)

1
%(104444 —1) = 300030003 ...30003

Zatem liczba ﬁ(w“‘” — 1) ma 4441 cyfr, przy czym jest 3330 zer i 1111 trojek.
Poniewaz 3-1111 =3333 1 liczba 3333 nie jest podzielna przez 9, wigc liczba

% (10**** — 1) nie jest podzielna przez 9.

Klucz punktowania:

1 punkt — uczeri zauwaza, ze liczbe 10%***

ZEer.

mozna zapisa¢ w postaci jednej jedynki 1 4444

1 punkt — uczers zauwaza, ze liczba 10*4** — 1 to najwieksza liczba 4444-cyfrowa zapisana
za pomocg 4444 dziewiatek.

1 punkt — uczen zauwaza, ze dang liczbe mozna zapisa¢ za pomocg 3330 zer i 1111 trdjek.
1 punkt — uczen oblicza sume cyfr danej liczby (lub sume cyfr liczby 1111).
1 punkt — uczen stwierdza, ze suma cyfr danej liczby nie jest podzielna przez 9 (lub ze suma

cyfr liczby 1111 nie jest podzielna przez 3), zatem dana liczba nie jest podzielna przez 9.

16 marca 2019r. Strona 10z 10



		2019-04-15T05:58:39+0000
	Kazimierz Mądzik; Kuratorium Oświaty w Kielcach




